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1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Khoảng cách biến phân toàn phần (total variation distance) là một trong những 

khoảng cách cơ bản trong lý thuyết xác suất. Nó là một trong những tiêu chuẩn đầu tiên 

xét đến khi nghiên cứu về khoảng cách cũng như sự hội tụ của các biến ngẫu nhiên. Với 

vai trò quan trọng, khoảng cách biến phân toàn phần giữa các biến ngẫu nhiên được 

nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu. Đầu tiên phải kể đến là những nghiên cứu cơ 

bản nhất về  khoảng cách biến phân toàn phần như tính toán về khoảng cách biến phân 

toàn phần đối với một số biến ngẫu nhiên thường gặp;  những tính chất cơ bản và mối 

liên hệ giữa khoảng cách biến phân toàn phần đến sự hội tụ của biến ngẫu nhiên [1, 2 ]. 

Tiếp theo là rất nhiều các công trình nghiên cứu về tính toán và ước lượng khoảng cách 

biến phân toàn phần giữa các biến ngẫu nhiên khác nhau, chẳng hạn như  cho phân phối 

là tích các phân phối 0-1 [3], bất đẳng thức Le Cam cho ước lượng khoảng cách biến 

phân toàn phần giữa tổng các phân phối nhị thức và phân phối Poisson [4], cho mô hình 

Markov,…Các nghiên cứu cũng được mở rộng sang phân phối nhiều chiều [5].  Bên 

cạnh đó, việc so sánh giữa các khoảng cách (metric) cũng được chú ý [6]. 

Trong báo cáo này, với mục đích phục vụ nghiên cứu, giảng dạy, chúng tôi tổng 

hợp một số tính chất cơ bản của khoảng cách biến phân toàn phần sau đó chúng tôi tính 

toán khoảng cách biến phân toàn phần cho một số biến ngẫu nhiên thường gặp. Chúng 

tôi cũng ước lượng về khoảng cách biến phân toàn phần giữa phân phối nhị thức và 

phân phối Poisson, từ đó đưa ra một công thức ước lượng đơn giản để minh họa cho sự 

xấp xỉ được giữa hai phân phối này. Cuối cùng, chúng tôi cũng dùng phần mềm Python 

để tính toán khoảng cách biến phân toàn phần giữa phân phối nhị thức và phân phối 

Poisson trong một số trường hợp cụ thể. 

Báo cáo của chúng tôi chia làm hai phần: 

Phần 1. Nêu một số kiến thức cơ bản về khoảng cách biến phân toàn phần. 

Phần 2. Một số kết quả và thảo luận. 
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1. Một số kiến thức cơ sở về khoảng cách biến phân toàn phần 

Theo [7], khoảng cách biến phân toàn giữa hai biến ngẫu nhiên được định nghĩa 

như sau: 

Định nghĩa 1.1. Xét không gian đo (Ω, ℱ)  và 𝑃, 𝑄 là hai độ đo xác suất trên (Ω, ℱ)  
thì khoảng cách biến phân toàn phần được định nghĩa bởi 

𝑑𝑇𝑉(𝑃, 𝑄) = sup
𝐴∈ℱ

|𝑃(𝐴) − 𝑄(𝐴)|.                                     (1) 

Nói cách khác, nếu 𝑋, 𝑌 là hai biến ngẫu nhiên thì  

𝑑𝑇𝑉(𝑋, 𝑌) = sup
𝐷∈ℬ(ℝ)

|𝑃(𝑋 ∈ 𝐷) − 𝑃(𝑌 ∈ 𝐷)|.                            (2) 

 Người ta cũng chứng minh được rằng 

1

1
( , ) sup ( ( )) ( ( )) ,

2
TV

h

d X Y E h X E h Y



= −                                  (3) 

trong đó, ℎ:ℝ → ℝ thỏa mãn sup ( ) 1.
x

h h x




=                                                     

 Nếu 𝑋, 𝑌 có hàm mật độ lần lượt là 𝑓(𝑥) và 𝑔(𝑥) thì  

( , ) ( ) ( ) .TVd X Y f x g x dx= −                                              (4) 

 Nếu 𝑋, 𝑌 là các biến ngẫu nhiên rời rạc nhận giá trị trong ℤ thì  

1
( , ) ( ) ( ) .

2
TV

k

d X Y P X k P Y k


= = − =                                  (5) 

Chúng tôi tổng hợp một số tính chất quan trọng sau đây của khoảng cách biến phân 

toàn phần. 

Từ định nghĩa, ta dễ dàng có được những tính chất sau đây: 

Mệnh đề 1.2. Khoảng cách biến phân toàn phần là một Metric đủ. 

Mệnh đề 1.3. Xét không gian đo (Ω, ℱ)  và 𝑃, 𝑄 là hai độ đo xác suất trên (Ω, ℱ)  

thì 0 ( , ) 1.TVd P Q   Hơn nữa, ( , ) 0TVd P Q = khi và chỉ khi P Q=  và ( , ) 1TVd P Q =  khi 

và chỉ khi tồn tại 𝐴 ∈ ℱ sao cho ( ) 1, ( ) 0P A Q A= = hoặc ( ) 0, ( ) 1.P A Q A= =  

Mệnh đề 1.4. Nếu ,X Y  là hai biến ngẫu nhiên thì ( , ) ( ).TVd X Y P X Y   

Mệnh đề 1.5. Cho dãy biến ngẫu nhiên liên tục  
1

n

i i
F

=
 và biến ngẫu nhiên liên tục 

và F . Khi đó, ( , ) 0TV nd F F →  tương đương 
1

.
L

nF F→  
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Mệnh đề 1.6. Cho dãy biến ngẫu nhiên  
1

n

i i
F

=
 và biến ngẫu nhiên F . Nếu 

( , ) 0TV nd F F →  thì 
law

nF F→ . 

Điều ngược lại nói chung là không đúng. Ta lấy ví dụ nF  là dãy biến ngẫu nhiên 

liên tục có hàm mật độ 
 

2

0,

2
cos ( ) ( )nx x


1  và F  là biến ngẫu nhiên có phân phối đều 

liên tục trên [0, ]  Khi đó,  
law

nF F→ . Tuy nhiên 

2

0 0

4

0

1 1 1
( , ) 2cos ( ) 1 cos(2 )

2 2

4
                 cos(2 ) 1 0,  .

2

TV n

n

d F F nx dx nx dx

n
nx dx n

 



 



 = − =

= =  

 



                         (6) 

Mệnh đề 1.7. Nếu  
1

n

i i
X

=
và  

1

n

i i
Y

=
là hai dãy biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân 

phối, có kì vọng và phương sai hữu hạn. Khi đó 

1 1 1

, ( , ).
n n n

TV i i TV i i

i i i

d X Y d X Y
= = =

 
 

 
                                         (7) 

Chi tiết chứng minh của Mệnh đề 2.6 và Mệnh đề 2.7 có thể tìm trong [7, 8]. 

2. Kết quả và thảo luận  

Trong phần này, chúng tôi tính toán và ước lượng khoảng cách biến phân toàn phần 

cho một số biến ngẫu nhiên thường gặp.  

Mệnh đề 2.1. Nếu ,X Y là hai biến ngẫu nhiên có phân phối đều liên tục  

[0, ]X U a  và [0, ]Y U b  với 0 a b   thì  

( , ) .TV

b a
d X Y

b

−
=                                                        (8) 

Chứng minh. Áp dụng công thức (4) ta được 

0

1 1 1 1
( , ) .

2

a b

TV

a

b a
d X Y dx dx

a b b b

  − 
= − + =  

  
   

Mệnh đề 2.2. Nếu X có phân phối 0-1 với tham số p  và Y  có phân phối 0-1 với 

tham số q p  thì 

 ( , ) .TVd X Y q p= −                                                       (9) 
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Chứng minh. Bảng phân phối xác suất của X  và Y  là  

X  0 1 

P  1 p−  p  
 

Y  0 1 

P  1 q−  q  
 

 

Theo công thức (5), ta có 

( )
1

( , ) 1 (1 ) .
2

TVd X Y p q q p q p= − − − + − = −  

Mệnh đề 2.3. Nếu ,X Y  là hai biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn, ( )1,1X N   

và ( )2 ,1Y N   với 2 1  , thì  

0( , ) 2 ( ),TVd X Y  =                                                 (10) 

trong đó, 0  là hàm Laplace và 2 1 .
2

 


−
=  

Chứng minh.  

 

Đặt 1 2

2
a

 +
= . Theo công thức (4), ta có 

2 2 2 2
1 2 1 2

2
1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

( )

2
0

1 1 1
( , )

2 2 2

1
               = 2 ( ).

2

ax x x x

TV

x

d X Y e e dx e e dx

e dx

   

  

 

 

 


+ − − − − − − − −

− −

+ − −

−

 
= − = − 

 
 

=

 



 

Tiếp theo, chúng tôi quan tâm đến khoảng cách biến phân toàn phần giữa phân phối 

nhị thức và phân phối Poisson. Trước hết, ta xét trường hợp đơn giản. 
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Mệnh đề 2.4. Nếu X có phân phối 0-1 với tham số p  và Y  có phân phối Poisson 

tham số p  thì  

     ( , ) (1 ).p

TVd X Y p e−= −                                              (11) 

Chứng minh. Bảng phân phối xác suất của X  là  

X  0 1 

P  1 p−  p  

Và ( ) .
!

p ke p
P Y k

k

−

= =  Mặt khác, theo công thức khai triển Maclaurin ta có 

0 !

i
p

i

p
e

i



=

= và 21 1 ;  0 .
2!

c
p e

e p p p c p
−

− = − +  −    

Suy ra, theo công thức (5), ta thu được 

2 3

2 3

1
( , ) (1 ) ...

2 2! 3!

1
              1 ... 2 2 1

2 2! 3!

p p p

TV

p p

p p
d X Y e p p pe e

p p
e p p pe

− − −

− −

  
= − − + − + + +  

  

  
= + + + + + − −  

  

 

( )
1

              2 2 1 (1 ).
2

p p p pe e p pe p e− − −= + − − = −  

Mệnh đề được chứng minh xong. 

Mệnh đề 2.5. Nếu X có phân phối nhị thức tham số ,n p , ( )( , )X B n p  và Y  có 

phân phối Poisson tham số  , ( )( )Y P   thì  

2

( , ) .TVd X Y np
n


 − +  

Chứng minh. Vì khoảng cách biến phân toàn phần là Metric nên ta có 

( )( , ) ( , ), ( )

              ( , ), , , , ( ) .

TV TV

TV TV

d X Y d B n p P

d B n p B n d B n P
n n



 


=

      
 +      

      

              (12) 

Vì biến ngẫu nhiên ( , )B n p  có thể coi là tổng của n  biến ngẫu nhiên độc lập có 

cùng phân phối 0-1 với tham số p  nên áp dụng ước lượng (7) và công thức (9) ta thu 

được 
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( , ), , .TVd B n p B n n p
n n

   
 −  

  
                                   (13) 

Mặt khác, theo định lí Le Cam [4] ta có 

2 2

, , ( ) .TVd B n P n
n n n

  


    
 =    

    
                                   (14) 

Thay (13) và (14) vào (12) ta thu được 

( )
2

( , ), ( )TVd B n p P np
n


  − + .                                    (15) 

Từ ước lượng (15) ta thấy rằng, khi   cố định và n→  sao cho nnp →  thì 

khoảng cách biến phân toàn phần giữa biến ngẫu nhiên ( , )n nX B n p và ( )P   sẽ dần 

về 0. Từ đó suy ra sự hội tụ theo phân phối giữa ( , )nB n p  và ( )P  . Ta thu được một 

cách lí giải cho sự xấp xỉ được giữa phân phối nhị thức và phân phối Poisson. 

Phần cuối của báo cáo, chúng tôi xét một trường hợp đặc biệt, tính toán khoảng 

cách biến phân toàn phần giữa phân phối nhị thức ( , )B n p  và phân phối Poisson ( ),P   

trong đó .np =  Theo (5), ta có 

( )
0 1

0 0

1
( , ), ( ) (1 )

2 ! !

1
                         (1 ) 1 .

2 ! !

k kn
k k n k

n

k k n

k kn n
k k n k

n

k k

e e
d B n p P C p p

k k

e e
C p p

k k

 

 

 


 

− −
−

= = +

− −
−

= =

 
= − − + 

 

 
= − − + − 

 

 

 

                  (16) 

Chúng tôi sử dụng phần mềm Python để tính toán khoảng cách biến phân toàn phần 

giữa phân phối này một số trường hợp khác nhau và thu được bảng số liệu sau: 

n  p  
TVd  n  p  

TVd  

1 0,5 0,19673467 1 0,02 0,00039602 

10 0,5 0,17183508 10 0,02 0,00300340 

50 0,5 0,16696519 50 0,02 0,005583409 

100 0,5 0,16662262 100 0,02 0,004572241 

1 0,1 0,09516258 1 0,01 9,9501662.10-5 

10 0,1 0,02931157 10 0,01 8,6678929.10-4 

50 0,1 0,02595859 50 0,01 2,2932899.10-3 
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100 0,1 0,02582856 100 0,01 2,7752947.10-3 

1 0,05 0,00243852 1 0,001 9,99500166.10-7 

10 0,05 0,01185937 10 0,001 9,86082376.10-6 

50 0,05 0,01307091 50 0,001 4,64180741. 10-5 

100 0,05 0,012598451 100 0,001 8,60426922. 10-5 

Bảng 1. TVd  giữa phân phối chuẩn và phân phối Poisson 

Từ bảng số liệu trên ta có thể thấy rằng, cùng một  , nếu 𝑛 càng lớn (𝑝 càng nhỏ) 

thì 𝑑𝑇𝑉 càng nhỏ và nếu cùng một 𝑛 thì 𝑝 càng nhỏ 𝑑𝑇𝑉 càng nhỏ. Tuy nhiên, bảng số 

liệu không thể hiện được rõ ràng sự biến thiên của 𝑑𝑇𝑉 trong trường hợp cố định 𝑝 và 

thay đổi 𝑛. 
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KẾT LUẬN 

 Báo cáo đã tổng kết một số kiến thức cơ bản về khoảng cách biến phân toàn phần 

giữa các biến ngẫu nhiên. Từ đó, tính toán khoảng cách biến phân toàn phần giữa một 

số biến ngẫu nhiên cơ bản. Báo cáo cũng đưa ra ước lượng cho khoảng cách biến phân 

toàn phần giữa phân phối nhị thức và phân phối Poisson, đồng thời tính toán khoảng 

cách giữa hai phân phối trong một số trường hợp cụ thể. Kết quả của báo cáo nhằm mục 

đích làm tài liệu tham khảo và hỗ trợ giảng dạy cho sinh viên ngành toán. 
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