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1. PAT VAN DE

Khoang cach bién phan toan phan (total variation distance) 1a mot trong nhimng
khoang céch co ban trong 1y thuyét x4c suat. N6 1a mot trong nhiing tidu chuan dau tién
xét dén khi nghién ctru vé khoang cach ciing nhu si hoi tu ctia cic bién ngau nhién. Véi
vai trd quan trong, khoang cach bién phan toan phan giita cac bién ngau nhién duoc
nhiéu nha toan hoc quan tim nghién ctru. Dau tién phai ké dén 1a nhitng nghién ctru co
ban nhat vé khoang cach bién phan toan phan nhu tinh toan vé khoang cach bién phan
toan phan ddi véi mot sd bién ngiu nhién thuong gip; nhimg tinh chit co ban va mbi
lién hé giira khoang cach bién phan toan phan dén sy hoi tu ciia bién ngau nhién [1, 2 ].
Tiép theo 1a rat nhiéu cac cong trinh nghién ctru vé tinh toan va udc lugng khoang cach
bién phén toan phan giita cac bién ngu nhién khac nhau, chang han nhu cho phan phdi
1a tich cac phan phdi 0-1 [3], bat dang thirc Le Cam cho udc luong khoang cach bién
phan toan phan giita tong cac phan phdi nhi thirc va phan phédi Poisson [4], cho mé hinh
Markov,...Cac nghién ctru ciing dugc mé rong sang phan phdi nhiéu chiéu [5]. Bén
canh do, viéc so sanh gilta cac khoang cach (metric) cling duogc chi y [6].

Trong bao cao nay, véi muc dich phuc vu nghién ctru, giang day, chung toi tong
hop mot s6 tinh chat co ban cta khoang cach bién phan toan phan sau d6 chung toi tinh
toan khoang cach bién phan toan phan cho mét s bién ngiu nhién thudng gip. Ching
t6i ciing wdc luong vé khoang cach bién phan toan phan giita phan phdi nhi thic va
phan phdi Poisson, tir d6 dua ra mot cong thirc wéc luong don gian dé minh hoa cho sy
xap xi dugc giita hai phan phdi nay. Cudi ciing, chiing toi cling ding phan mém Python
dé tinh toan khoang cach bién phan toan phan giita phan phdi nhi thirc va phan phdi
Poisson trong mt sb trudng hop cu thé.

Béo c4o ctia chiing ti chia 1am hai phan:

Phan 1. Néu mét sd kién thic co ban vé khoang cach bién phan toan phan.

Phan 2. Mot sb két qua va thao ludn.



1. Mt s6 kién thirc co sé vé khodng cdch bién phin toan phin

Theo [7], khoang cach bién phéan toan giita hai bién ngau nhién duoc dinh nghia
nhu sau:

Dinh nghia 1.1. Xet khong gian do (€, F) va P, Q la hai d6 do xac suét trén (Q, F)
thi khodng cach bién phan toan phan dugc dinh nghia boi

dry(P,Q) = sup |P(4) — Q(A4)|. (D

AEF
Noi1 cach khac, néu X, Y 1a hai bién ngéu nhién thi

dry(X,Y) = sup |P(X €D)—P(Y €D)|. (2)
DEB(R)

Nguoi ta ciing chimg minh dugc rang

dyy (X, Y)=§3391|E<h<X»—E(h<Y>), G)
trong do, h: R — R thoa man ||h||w = su£|h(x)| <I.
Néu X, Y c6 ham mat d6 1an luot 13 f(x) va g(x) thi
dpy (X,) = [|£ () - g(x)]dx. (4)
R
Néu X, Y 1a cac bién ngau nhién roi rac nhan gia tri trong Z thi
d, (X,Y)= %Z|P(X =k)—P(Y =k)|. (5)

keZ

Chung t6i tong hop mot sé tinh chit quan trong sau dy cta khoang cach bién phan
toan phan.

Tur dinh nghia, ta dé dang c6 duoc nhitng tinh chét sau day:
Ménh dé 1.2. Khoang cach bién phan toan phan 1a mot Metric du.

Ménh dé 1.3. Xét khong gian do (Q,F) va P, Q 1a hai do do xac suét trén (Q, F)
thi 0<d,,(P,Q) <1. Hon nita, d,, (P,0) = 0khivachikhi P =0 va d,,(P,0)=1 khi
va chi khi t6n tai A € F sao cho P(A4)=1,0(A4) =0hodc P(4)=0,0(A4)=1.

M¢nh dé 1.4. Néu X,Y 14 hai bién ngiu nhién thi d,,(X,Y) < P(X #7).

M¢nh d@é 1.5. Cho day bién nglu nhién lién tuc {F}

n
i=

. va bién ngau nhién lién tuc

L
va F_ .Khido, d,, (F,,F, )— 0 tuong duong F, - F, .



n
i=

M¢nh d@é 1.6. Cho day bién ngdu nhién {F,}" va bién ngdu nhién F,. Néu

law

dy(F,F)—>0thi F,>F, .
Diéu nguoc lai ndi chung 1a khong dang. Ta lay vi du F la day bién ngiu nhién

‘A J \ A A 2 \ S < A X ‘A r A Ae A
lién tuc c6 ham mat do —cos” (nx)l[o . (x) va F_ la bién ngau nhién c6 phan phoi déu
i ,

law

lién tyc trén [0, 7] Khido, F, — F . Tuy nhién

d., (F,F )= ! ‘ZCosz(nx)—l)dxziz|cos(2nx)|dx

N | —
N =

(6)

-lk“\\‘

_dn [ cos(2nx)dx =1>0, wn.
2r

0
M¢nh d@é 1.7. Néu {X,}" va {Y,}" 1a hai ddy bién ngdu nhién doc lap, cing phan

phéi, ¢6 ki vong va phuong sai hitu han. Khi d6

IR D VAL HER @
i=l1 i=1 i=1

Chi tiét chimg minh ctia Ménh dé 2.6 va Ménh dé 2.7 c6 thé tim trong [7, 8].
2. Két qud va théo ludn
Trong phé@n nay, chung toi tinh todn va uwéc luong khoang cach bién phan toan phan
cho mot s0 bién ngau nhién thuong gap.
Ménh dé 2.1. Néu X,Y1a hai bién ngiu nhién co6 phin phdi déu lién tuc
X ~U[0,a] va Y ~U[0,b] v6i 0<a<b thi

b—a
d,, (X,Y)= )

(8)

Chting minh. Ap dung cong thirc (4) ta duoc

141 1 1 b—a
dTV(X’Y):E[I(;_EJJX-FZ[de]: b .

0

M¢nh dé 2.2. Néu X c6 phan phéi 0-1 véi tham sé p va Y co phan phéi 0-1 véi
tham sb ¢ > p thi

dn (X, Y)=q—-p. )



Chtrng minh. Bang phan phbi x4c sudt cia X va ¥ 1a

X 0 1

P l1-p P

Theo cong thire (5), ta co

Y

P

1
drV(X,Y)Zg(l—p—(l—q)w—p):q—p-

Ménh d@é 2.3. Néu X,Y 1a hai bién ngu nhién c6 phan phdi chuan, X ~ N ( 7 ,1)

va Y ~ N(p,,1) voi g, >y, thi
dpy (X,Y) =2¢,(¢),

trong do, ¢, 1a ham Laplace va ¢ = HH

2
Chirng minh.

(10)

M+

Dit a = T“Z . Theo cong thirc (4), ta c6

1 +0 1 —(x—)* —(x—,)°
d X, Y = — e 2 —e 2 X =
(V) =2 j =
| Ate —Gewm)’
=— | e ? dx=2¢,(e).

N2 s

a

J

—00

1

—(x—p4 )2 —(x—t )2
e 2 —e 2
N2

]dx

Tiép theo, chiing toi quan tAm dén khoang cach bién phan toan phan gitta phan phdi

nhi thirc va phan phéi Poisson. Trudc hét, ta xét truong hop don gian.



M¢énh dé 2.4. Néu X co6 phan phdi 0-1 v6i tham sé p va ¥ c6 phan phéi Poisson
tham sé p thi

dry (X,Y) = p(1-e"). (11)
Chung minh. Bang phan phdi xac suat cia X 1a
X 0 1
P I-p p
ok

Va P(Y =k)= . Mit khac, theo cong thirc khai trién Maclaurin ta c6

e p
!
—C

e

o p°>1-p; 0<c<p.

0 i

p _ p ) —P _

ef=) —vae’=1-p+
20 i

Suy ra, theo cong thirc (5), ta thu dugc
1 P2 P3
-p —P -P
a’TV(X,Y)—2 e (1-p)+p—pe’ +e (2!+ 3 +J

2

| _ p p _
=—le?|l+p+—+—+..|[+2p—-2pe’ -1
2{ [ I TRAET j poop }

=%(e_”e" +2p—-2pe” —1)=p(1—e‘p).

Ménh dé dugc ching minh xong.
Mg¢nh d@é 2.5. Néu X c6 phan phéi nhi thire tham s6 n, p, (X ~ B(n,p)) va Y cb
phan phdi Poisson tham s6 4, (Y ~ P(1)) thi
12
dyy (X,Y)<|np -4 R
Chutng minh. Vi khoang cach bién phan toan phan 1a Metric nén ta c6

dTV(Xay) = dTV (B(Vl,p),P(ﬂ,))

<d,, (B(n,p),B(n,iD+dTV (B(n,iJ,P(ﬂ)j, (12)
n n

Vi bién ngiu nhién B(n, p) c6 thé coi 1a tong ctia n bién ngiu nhién doc lap co
cung phan phdi 0-1 véi tham s p nén ap dung wéc lugng (7) va cong thic (9) ta thu
duoc



p—i. (13)

n

dyy, [B(n,p),B(n,&D <n
n

Mait khéc, theo dinh 1i Le Cam [4] ta co

d,y (B(n,iJ,P(l)JSn(ij :ﬁ. (14)
n n n

Thay (13) va (14) vao (12) ta thu dugc

2

d,, (B(n,p),P(/l))£|np—/1|+%. (15)

Tir w6e lugng (15) ta thay rang, khi 4 cb dinh va n —> o0 sao cho np, — A thi
khoang cach bién phan toan phan giita bién ngiu nhién X . ~B(n,p )va P(1) s€ dan
vé 0. Tur d6 suy ra sy hoi tu theo phan phdi giita B(n, p,) va P(A). Ta thu dugc mot
cach li giai cho sy xap xi dugc gitta phan phdi nhi thirc va phan phédi Poisson.

Phén cudi cta bao cdo, chiing toi xét mot truong hop dic biét, tinh toan khoang
cach bién phan toan phan gitta phan phoi nhi thirc B(n, p) va phan phéi Poisson P(A4),
trong d6 A =np. Theo (5), ta cod

1( e €A & et Ak
d(B(n,p),P(ﬂ))=§(kZ_(;Cfpk(l_p) By +k_zl k! ]
7 A9k - Ak (16)
1 n e A " e A
_ 1 Ck k 1_ n—k +1_

Chung t6i str dung phadn mém Python dé tinh toan khoang cach bién phan toan phan
giita phan phéi nay mot sd truong hop khac nhau va thu duge bang sb lidu sau:

n p d,, n p d,,

1 0,5 0,19673467 1 0,02 0,00039602
10 0,5 0,17183508 10 0,02 0,00300340
50 0,5 0,16696519 50 0,02 0,005583409
100 |0,5 0,16662262 100 0,02 0,004572241

1 0,1 0,09516258 1 0,01 9,9501662.10°
10 0,1 0,02931157 10 0,01 8,6678929.10
50 0,1 0,02595859 50 0,01 2,2932899.1073




100 0,1 0,02582856 100 0,01 2,7752947.1073

1 0,05 0,00243852 1 0,001 |9,99500166.1077
10 0,05 0,01185937 10 0,001 |9,86082376.10°
50 0,05 0,01307091 50 0,001 |4,64180741. 107
100 0,05 0,012598451 | 100 0,001 | 8,60426922. 107

Biang 1. d,, giira phan phdi chuan va phan phéi Poisson

Tir bang sb licu trén ta co thé thay rang, cing mot A, néu n cang 16n (p cang nho)
thi dpy cang nho va néu cing mot n thi p cang nhé d, cang nhoé. Tuy nhlen bang sb
liéu khong thé hién duogc rd rang su bién thién cua dyy trong truong hop c¢b dinh p va
thay d6i n.



KET LUAN

B4o co di tong két mot sb kién thirc co ban vé khoang cach bién phan toan phan
giita cac bién ngiu nhién. Tir d6, tinh toan khoang cach bién phéan toan phin giita mot
s6 bién ngdu nhién co ban. Bao cdo ciing dua ra udc lugng cho khoang cach bién phan
toan phan giita phan phdi nhi thic va phan phdi Poisson, dong thoi tinh toan khoang
cach gitta hai phan phdi trong mét s6 trudng hop cu thé. Két qua ciia bao cdo nhdm muyc
dich 1am tai liéu tham khao va hd trg giang day cho sinh vién nganh toan.
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